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1. Εξετάστε αν ισχύει καθένα από τα ακόλουθα. Αν ισχύει, δώστε πλήρη απόδειξη. Αν δεν ισχύει, δώστε
κατάλληλο αντιπαράδειγµα.

(i) (2%) Αν 0 < aν < bν , ∀ν ∈ N, και η (bν)ν∈N συγκλίνει, τότε και η (aν)ν∈N συγκλίνει.
(ii) (2%) Αν µια υπακολουθία (akn)n∈N µια ακολουθίας (an)n∈N συγκλίνει σε κάποιο l ∈ R, τότε και

ολόκληρη η ακολουθία (an)n∈N συγκλίνει στο l.
(iii) (2%) Κάθε ϕραγµένη ακολουθία συγκλίνει.
(iv) (2%) Αν l ∈ R και lim |aν | = |l| τότε lim aν = l.

(v) (2%) Αν l ∈ R και lim aν = l, τότε lim
1

aν
=

1

l
.

(vi) (2%) Αν η f δεν ορίζεται στο σηµείο ξ ∈ R, τότε το limx→ξ f(x) δεν υπάρχει.
(vii) (2%) Αν ξ ∈ R, limx→ξ f(x) = +∞ και limx→ξ g(x) = +∞, τότε limx→ξ(f(x)− g(x)) = 0.

(viii) (2%) Αν η f είναι συνεχής στο ξ ∈ R τότε και η
1

f
υπάρχει και είναι συνεχής στο ξ.

(ix) (2%) Αν µια συνάρτηση παίρνει ϑετική τιµή σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της, τότε υπάρχει
ολόκληρη περιοχή του πεδίου ορισµού της στην οποία αυτή παίρνει ϑετικές τιµές.

(x) (2%) Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι ϕραγµένη.

2. Θεωρούµε το σύνολο

A =

{
5− 1

ν2
: ν ∈ N

}
.

(i) (5%) Αποδείξτε ότι το σύνολο A είναι ϕραγµένο.
(ii) (5%) Υπολογίστε το inf A.
(iii) (5%) Υπολογίστε το supA.
(iv) (5%) Αν υπάρχουν τα minA και maxA υπολογίστε τα, αλλιώς αποδείξτε ότι δεν υπάρχουν.

3. (10%) Αν (an)n∈N είναι µια ϕραγµένη ακολουθία και (bn)n∈N είναι µια ακολουθία τέτοια ώστε lim bn = 0,
τότε αποδείξτε ότι lim(anbn) = 0.

4. (15%) Χρησιµοποιώντας τον (ε− δ) ορισµό της συνέχειας, αποδείξτε ότι κάθε ακολουθία είναι συνεχής
συνάρτηση.

5. (15%) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (1, 5)→ R µε τύπο

f(x) =
x

2
cos2

(
1

x2 − 1

)
+ sin

(
1

x2 − 1

)
, x ∈ (1, 5).

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα του Bolzano, αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (an)n∈N στοιχείων του
(1, 5) τέτοια ώστε lim f(an) = 0.

6. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε τύπο

f(x) = x sinx, x ∈ R.

(i) (10%) Χρησιµοποιώντας ακολουθίες, αποδείξτε ότι η συνάρτηση f δεν είναι ϕραγµένη.
(ii) (10%) Χρησιµοποιώντας τον σχετικό ακολουθιακό ορισµό, αποδείξτε ότι δεν υπάρχει το limx→+∞ f(x).


